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Реализация принципа фундирования 
при исследовании функций 
вещественного переменного

В статье представлено описание принципа фундирования и его применение к ис-
следованию функций вещественного переменного на примере последовательного 
рассмотрения необходимых математических объектов (пределы, производные, ин
тегралы функций и дифференциальные уравнения).
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Принцип фундирования математических и информационных зна-
ний изначально был разработан профессором Е.И. Смирновым 
применительно к педагогическим наукам и был сориентирован 

на становление личностного опыта студента на основе поэтапного разверты-
вания теоретических, процедурных и компетентностных структур [1; 3]. 

Однако данный принцип можно адаптировать непосредственно к кон-
кретным дисциплинам естественнонаучного цикла в целом и к математике 
в частности. Например, при исследовании функций вещественного перемен-
ного данный принцип заключается в последовательном рассмотрении мате-
матических объектов, требующих реализации иерархических логических 
математических структур с последовательным переходом от рассмотрения 
элементарных арифметических и логических операций к более сложным ал-
горитмическим и структурированным задачам, требующим представления 
математических объектов с точки зрения статических и динамических состав-
ляющих с применением объектноориентированного подхода [2].

Применение принципа фундирования к исследованию функций вещест
венного переменного [4–5] позволяет объединить следующие основные 
объек ты в единую последовательную цепочку, которая дает возможность 
сформировать спираль фундирования.

Понятие предела функции является начальным элементом спирали фун-
дирования, базируясь на понятии предела числовой последовательности. 

Понятие производной функции базируется на понятии предела функции, 
поскольку производная функции определяется как предел отношения прира-
щения функции к приращению аргумента при стремлении последнего к нулю, 
то есть в основе понятия производной как математического объекта лежит 
понятие объекта предела функции, которое выражается в виде следующего 
равенства:
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Необходимо отметить, что при исследовании функций с целью построе-
ния их графиков используются как понятия пределов функций на бесконеч-
ности (нахождение уравнений горизонтальных асимптот) и в точках (нахож-
дение уравнений вертикальных и наклонных асимптот), так и производных 
функций в точках (нахождение первой производной с целью определения 
критических точек и интервалов возрастания и убывания функции, а также 
второй производной с целью определения точек перегиба и интервалов вы-
пуклости и вогнутости функции). 

Понятие интеграла функции или объекта, называемого первообразной 
функцией, базируется на понятии объекта производной функции, поскольку 
нахождение неопределенного интеграла или первообразной функции опре-
деляется как операция, обратная нахождению производной функции, что от-
ражено в виде следующей записи, тогда как производная функция, согласно 
утверждению выше, основывается на понятии предела функции:

( ) ( ) ,f x dx F x C= +∫
где

( )( ) ( ( ) ) ( ) ( ) 0 ( ).f x dx F x C F x C f x f x′ ′ ′ ′= + = + = + =∫
Понятие дифференциального уравнения базируется на понятии производ

ной и интеграла функции, так как в записи дифференциального уравнения 
присутствуют производные определенных порядков, а при решении диффе-
ренциального уравнения в общем или частном виде получаем соответственно 
несколько или одну интегральную кривую, которая определяется при нахож-
дении соответствующего неопределенного интеграла с константой или точ-
ным числовым значением в итоге. 

Например, если рассмотреть дифференциальное уравнение с разделяю-
щимися переменными вида:

( , ) ( ) ( ),y f x y u x v x′ = = ⋅  
то нахождение его общего решения сводится в итоге к интегрированию функции:

( ) ( ),  ( ) ,  ( ) ,
( ) ( )

y dy dyy u x v y u x dx u x dx
x v y v y
∂′ = = ⋅ = =
∂ ∫ ∫

то есть
( ) ( ) .F u F x C= +  

Итак, применение принципа фундирования к исследованию функций ве-
щественного переменного позволяет объединить следующие основные объек
ты в единую последовательную цепочку, которая позволяет сформировать 
представленную на рисунке 1 спираль фундирования.

Спираль фундирования объектов функций вещественного переменного 
подразумевает определенное наследование статических (признаки или атрибу-
ты) и динамических свойств (действий, операций) рассматриваемых объек тов. 
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Представим краткий сравнительный анализ элементарных арифметических 
операций, свойственных понятиям или объектам, рассматриваемых в рамках 
указанной спирали фундирования при исследовании функций вещественного 
переменного.

В частности, для пределов производных и первообразных функций 
вещест венного переменного операции сложения, вычитания и умножения 
на число логически идентичное для данных объектов, тогда как операции ум-
ножения и деления в чистом виде выполняются только для пределов функций, 
для произ водных функций возникает абсолютно новая логическая формули-
ровка данных операций, тогда как для интегралов она вообще отсутствует 
в чистом виде и заменяется методами замены переменной и интегрирования 
по частям, что отражено в таблице. Необходимо отметить, что для дифферен-
циальных уравнений как таковых наличие данных свойств не предполагается, 
однако при решении дифференциальных уравнений возникают первообраз-
ные и производные функции как необходимые компоненты.

Таблица 1
Сравнительный анализ математических объектов

Операция Математический объект
Предел функции вещественного переменного

1 Сложение ( ) )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

+=+

2 Вычитание ( ) )(lim)(lim)()(lim xgxfxgxf
axaxax →→→

−=−

 
Предел функции 

Первообразная 
(интеграл) функции 

Дифференциальное 
уравнение 

Производная 
функции 

Рис. 1. Спираль фундирования понятий функций вещественного переменного
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Производная функции вещественного переменного

1 Сложение ( ) )()()()( xgxfxgxf ′+′=′+

2 Вычитание ( ) )()()()( xgxfxgxf ′−′=′−

3 Умножение 
на число ( ) )()( xfCxfC ′⋅=′⋅

4 Умножение ( ) )()()()()()( xgxfxgxfxgxf ′⋅+⋅′=′⋅
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Интеграл функции вещественного переменного

1 Сложение ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
2 Вычитание ( ( ) ( )) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx− = −∫ ∫ ∫
3 Умножение 

на число
( ( )) ( )C f x dx C f x dx⋅ = ⋅∫ ∫

4 Умножение ( ( ) ( ))f x g x dx⋅∫  — отсутствует в чистом виде 

5 Деление
( )
( )

f x dx
g x∫  — отсутствует в чистом виде 

Таким образом, применение принципа фундирования при рассмотрении 
основных понятий, связанных с исследованием функции вещественного пере-
менного (пределы, производные и первообразные функции, а также диффе-
ренциальные уравнения), позволяет выявить определенную логическую за-
висимость между данными понятиями и провести их сравнительный анализ. 
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V.V. Bogun 

Implementation of the Principle of Foundation 
in Investigation Functions of Real Variable

This paper presents the description of principle of foundation and its applica-
tion to the study of functions of a real variable on the example of a consistent treatment 
of the necessary mathematical objects (limits, derivatives, integrals of functions and dif-
ferential equations). 

Keywords: foundation; functions of a real variable.


