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Об одной математической модели 
биологической задачи «хищник – жертва»

Для одной математической модели «хищник – жертва» получено аналитическое 
решение уравнений Лотки – Вольтерры.
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В трудах А.Д. Лотки [10] и В. Вольтерры [2] была предложена мате-
матическая модель взаимодействующих популяций, описывающая 
сосуществование двух видов — популяций жертв и хищников. Ва-

рианты указанной модели и сходных с ней для описания различных процес-
сов в биологии, экологии, медицине и социальных исследованиях рассмотре-
ны в работах [1; 3–7; 9].

Пусть )(1 tX  — численность жертв, )(2 tX  — численность хищников в мо-

мент времени t ; 1a , 2a , 1b , 2b  — положительные постоянные. Исследуемые 

уравнения модели «хищник – жертва» имеют вид:

1
1 1 2 1 2

2
2 2 1 1 2

,

.

dX a X b X X
dt

dX a X b X X
dt

 = −

 = − +


(1)

В данной статье приведем аналитическое решение уравнений (1) и сравним 
его с решениями, полученными численными методами. 

Представим функцию )(tX  в виде:

0( ) ( ),i i iX t X X t= +  (2)
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где 2,1=i , 10 2 1 ,X a b=  20 1 2X a b=  — равновесные значения численности по-

пуляций, а )(~ tX i  — отличие от равновесных значений. С использованием (2) 

преобразуем систему (1):

1 2 2
2 2 1 2

1

2 1 1
1 1 1 2

2

,

.

dX a b X b X X
dt b
dX a b X b X X
dt b


= − −



 = +


  


  

(3)

В систему (3) введем величину ε, полагая, что 1.constε = <<  При преобразо-
ваниях примем следующие обозначения и допущения

2 2 1 1 1 2
1 2 1 2

1 2 2 1

,  ,  ,  1,a b a b b bb b a a dt dt d
b b a a

= = = = τ = ε <<

Получим:

1
2 1 2

2
1 1 2

,

.

dX X X X
d
dX X X X
d


= − − ε τ


 = + ε τ


  


  

(4)

Отметим, что если допустить 1 2 2 1 ,b a b a≈ = ε  то математические вычис-

ления проводятся аналогично. 
Решение системы (4) будем искать в виде следующих разложений 

с использованием ε:

2
1 1 2 3

2
2 1 2 3

( ) ( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ) ( ).

X n n n
X m m m

 τ = τ + ε τ + ε τ


τ = τ + ε τ + ε τ



 (5)

Подставляя (5) в (4), получаем уравнения:

2 2 2 231 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 2 2 231 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3

( )( ),

( )( ).

dndn dn m m m n n n m m m
d d d

dmdm dm n n n n n n m m m
d d d

 + ε + ε = − − ε − ε − ε + ε + ε + ε + ε τ τ τ

 + ε + ε = + ε + ε + ε + ε + ε + ε + ε
 τ τ τ

(6)

Выделяя теперь в (6) слагаемые с 0 1 2, , ,ε ε ε  будем иметь:
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1
1

0

1
1

,
:

,

dn m
d
dm n
d

 = − τε 
 =
 τ

(7)

2
2 1 1

1

2
2 1 1

,
:

,

dn m n m
d
dm n n m
d

 = − − τε 
 = +
 τ

(8)

3
3 1 2 2 1

2

3
3 2 1 1 2

,
:

.

dn m n m n m
d
dm n n m n m
d

 = − − − τε 
 = + +
 τ

(9)

Система уравнений (7) имеет решение:

1 1 2

1 1 2

( ) cos sin ,
( ) sin cos .

m C C
n C C

τ = τ + τ
 τ = − τ + τ

Решение уравнений (8) запишется в виде:

2 2
2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

2 2
2 1 2 1 2 1 2

2 2
1 2 1 2

1 1 1( ) cos sin cos 2
3 3 3

2 1 1 sin 2 ,
3 6 6

1 1 1( ) sin cos cos 2
3 3 3

1 1 2 sin 2 .
6 6 3

m C C C C C C

C C C C

n C C C C C C

C C C C

  τ = τ + τ + − + τ+   
  + − + τ  
  


  τ = − τ + τ + − + τ+   


 + − + − τ   

Решение системы (9) имеет вид:

3 2 3 2
3 1 2 1 1 2 2 1 2

3 2 3 2 2 2
2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 3 3 2
1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1( ) cos sin cos
24 24 12 12

1 1 1 1 2 2 2sin cos 2
24 24 12 12 3 3 3

4 1 1 1 1 3sin 2
3 3 3 16 8 8

m C C C C C C C C

C C C C C C C C C C

C C C C C C C C

  τ = τ + τ + + + − − τ τ +    
    + + + τ τ + − + τ+        

 + + − τ + − + 
 

2
1 2

3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

3 2 3 3 2
3 1 2 1 1 2 2 1 1 2

2 3 2 3 3 2
1 2 2 1 2 1 2 1 2

3 cos3
16

1 1 3 3 sin 3 ,
8 16 16 8

1 1 1 1 1( ) sin cos
12 12 24 12 24

1 1 1 1 1 1 1cos
12 12 12 24 12 24 12

C C

C C C C C C

n C C C C C C C C C

C C C C C C C C C

 − τ + 
 

 + − − + + τ 
 

 τ = − τ + τ + + τ+ + + +  

  + τ + + τ − + − +  
  

2
1 2

2 2 2 2 3 3
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2 2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

sin

2 2 2 4 1 1 1 1cos 2 sin 2
3 3 3 3 3 3 8 16

3 3 1 1 3 3cos3 sin 3 .
16 8 16 8 8 16

C C

C C C C C C C C C C

C C C C C C C C C C

















  

τ + 
 

     + + − τ + − + − τ+ − + −     
    

   − + τ + + − − τ   
  
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3 2 3 2
3 1 2 1 1 2 2 1 2

3 2 3 2 2 2
2 1 2 1 1 2 1 2 2 1

2 2 3 3 2
1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1( ) cos sin cos
24 24 12 12

1 1 1 1 2 2 2sin cos 2
24 24 12 12 3 3 3

4 1 1 1 1 3sin 2
3 3 3 16 8 8

m C C C C C C C C

C C C C C C C C C C

C C C C C C C C

  τ = τ + τ + + + − − τ τ +    
    + + + τ τ + − + τ+        

 + + − τ + − + 
 

2
1 2

3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

3 2 3 3 2
3 1 2 1 1 2 2 1 1 2

2 3 2 3 3 2
1 2 2 1 2 1 2 1 2

3 cos3
16

1 1 3 3 sin 3 ,
8 16 16 8

1 1 1 1 1( ) sin cos
12 12 24 12 24

1 1 1 1 1 1 1cos
12 12 12 24 12 24 12

C C

C C C C C C

n C C C C C C C C C

C C C C C C C C C

 − τ + 
 

 + − − + + τ 
 

 τ = − τ + τ + + τ+ + + +  

  + τ + + τ − + − +  
  

2
1 2

2 2 2 2 3 3
1 2 2 1 1 2 2 1 1 2

2 2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

sin

2 2 2 4 1 1 1 1cos 2 sin 2
3 3 3 3 3 3 8 16

3 3 1 1 3 3cos3 sin 3 .
16 8 16 8 8 16

C C

C C C C C C C C C C

C C C C C C C C C C

















  

τ + 
 

     + + − τ + − + − τ+ − + −     
    

   − + τ + + − − τ   
  

Подставим полученные решения систем (7)−(9) в (5), а затем значения 

1( ),X τ  2 ( )X τ  в (2), учитывая при этом, что ,ptτ = + φ  2 2 1 1

1 2

.a b a bp
b b

= =  Данные 

преобразования приводят к окончательным соотношениям:

(

2 2 3 2 32
1 1 1 1 2 1 2 1

1

3 2 2 2
2 1 2 1 2 2 2 2

2 3 2 3 3 2 2
1 1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1( ) ( )
12 12 24

1 1 1 sin( )
12 24 12

1 1 1 1 1 1( )
12 12 24 12 24 12

cos(

aX t C C C C C C pt C
b

C C C C C pt C C C

C C C pt C C C C C C

pt

  = + − − ε − ε + ε + + φ − +   
+ − + + φ + + ε + ε +

 +ε + + φ + + + + ⋅    

⋅ 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 4 1 1)
6 6 3 3 3 3

1 1 1 2 2 2sin(2 2 )
3 3 3 3 3 3

1 1 3 3cos(2 2 ) cos(3 3 )
8 16 16 8

C C C C C C C C

pt C C C C C C C C

pt C C C C C C pt

    + φ + ε − + − +ε − + − ⋅        
    ⋅ + φ + ε − + +ε + − ⋅        

⋅ + φ + ε − + − + + φ +  

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 3 2 3 21
2 1 1 1 2 1 2 1 1 2

2

2 2 3 2 3 2
2 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 3 3 sin(3 3 ),
16 8 8 16

1 1 1 1( ) ( )
12 12 24 24

1 1 1 1cos( ) ( )
12 12 24 24

C C C C C C pt

aX t C C C C C C pt C C C
b

pt C C C C C C pt C C C

 +ε + − − + φ 
 
   = + + ε + ε + ε − − + φ + + ⋅      

 ⋅ + φ + + ε + ε + ε + + φ + + 
 

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2sin( )
3 3 3 3 3 3

2 1 1 4 1 1cos(2 2 )
3 6 6 3 3 3

1 1 3 3sin(2 2 )
16 8 8 16

pt C C C C C C C C

pt C C C C C C C C

pt C C C C C C

  
⋅  

  
    ⋅ + φ + ε − + + ε − + ⋅        
    ⋅ + φ + ε − + + ε + − ⋅        

⋅ + φ + ε − + −

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

cos(3 3 )

1 1 3 3 sin(3 3 ).
8 16 16 8

pt

C C C C C C pt






































  + φ +   
  +ε − − + + + φ   

(10)
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(

2 2 3 2 32
1 1 1 1 2 1 2 1

1

3 2 2 2
2 1 2 1 2 2 2 2

2 3 2 3 3 2 2
1 1 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1( ) ( )
12 12 24

1 1 1 sin( )
12 24 12

1 1 1 1 1 1( )
12 12 24 12 24 12

cos(

aX t C C C C C C pt C
b

C C C C C pt C C C

C C C pt C C C C C C

pt

  = + − − ε − ε + ε + + φ − +   
+ − + + φ + + ε + ε +

 +ε + + φ + + + + ⋅    

⋅ 2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 2 4 1 1)
6 6 3 3 3 3

1 1 1 2 2 2sin(2 2 )
3 3 3 3 3 3

1 1 3 3cos(2 2 ) cos(3 3 )
8 16 16 8

C C C C C C C C

pt C C C C C C C C

pt C C C C C C pt

    + φ + ε − + − +ε − + − ⋅        
    ⋅ + φ + ε − + +ε + − ⋅        

⋅ + φ + ε − + − + + φ +  

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

2 2 3 2 3 21
2 1 1 1 2 1 2 1 1 2

2

2 2 3 2 3 2
2 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 3 3 sin(3 3 ),
16 8 8 16

1 1 1 1( ) ( )
12 12 24 24

1 1 1 1cos( ) ( )
12 12 24 24

C C C C C C pt

aX t C C C C C C pt C C C
b

pt C C C C C C pt C C C

 +ε + − − + φ 
 
   = + + ε + ε + ε − − + φ + + ⋅      

 ⋅ + φ + + ε + ε + ε + + φ + + 
 

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 2sin( )
3 3 3 3 3 3

2 1 1 4 1 1cos(2 2 )
3 6 6 3 3 3

1 1 3 3sin(2 2 )
16 8 8 16

pt C C C C C C C C

pt C C C C C C C C

pt C C C C C C

  
⋅  

  
    ⋅ + φ + ε − + + ε − + ⋅        
    ⋅ + φ + ε − + + ε + − ⋅        

⋅ + φ + ε − + −

2 3 3 2 2
1 2 1 2 1 2

cos(3 3 )

1 1 3 3 sin(3 3 ).
8 16 16 8

pt

C C C C C C pt






































  + φ +   
  +ε − − + + + φ   

Если ввести следующие обозначения, то:

2 2 3 3 2 2
1 2 2 2 2 1 1 2 1 2

1 1 1 1 ,
24 12 24 12

A C C C C C C C C C = + ε + ε + ε + + + 
 

2 3 2
2 1 1 2

1 1 ,
12 12

A C C C = ε + 
 

2 2 3 3 2 2
3 1 1 1 1 2 1 2 1 2

1 1 1 1 ,
24 12 24 12

A C C C C C C C C C = − − ε − ε + ε − + − + 
 

2 3 2
4 2 1 2

1 1 ,
12 12

A C C C = ε + 
 

2 2 2 2 2
5 1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 1 2 2 2 ,
3 3 3 3 3 3

A C C C C C C C C   = ε − + + ε + −   
   

2 2 2 2 2
6 1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 2 4 1 1 ,
6 6 3 3 3 3

A C C C C C C C C   = ε − + − + ε − + −   
   

2 3 3 2 2
7 1 2 1 2 1 2

1 1 3 3 ,
8 16 16 8

A C C C C C C = ε − + − + 
 

2 3 3 2 2
8 1 2 1 2 1 2

1 1 3 3 ,
16 8 8 16

A C C C C C C = ε + − − 
 

2 2 3 2
1 1 1 1 1 1 2

1 1 ,
24 24

B C C C C C C = + ε + ε + ε + 
 

2 3 2
2 2 1 2

1 1 ,
12 12

B C C C = ε − − 
 
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2 2 3 2
3 2 2 2 2 1 2

1 1 ,
24 24

B C C C C C C = + ε + ε + ε + 
 

2 3 2
4 1 1 2

1 1 ,
12 12

B C C C = ε + 
 

2 2 2 2 2
5 1 2 1 2 1 2 2 1

1 1 1 2 2 2 ,
3 3 3 3 3 3

B C C C C C C C C   = ε − + + ε − +   
   

2 2 2 2 2
6 1 2 1 2 1 2 2 1

2 1 1 4 1 1 ,
3 6 6 3 3 3

B C C C C C C C C   = ε − + + ε + −   
   

2 3 3 2 2
7 1 2 1 2 1 2

1 1 3 3 ,
16 8 8 16

B C C C C C C = ε − + − 
 

2 3 3 2 2
8 1 2 1 2 1 2

1 1 3 3 .
8 16 16 8

B C C C C C C = ε − − + + 
 

тогда решение (10) системы уравнений (1) можно записать в компактной 
форме:

( ) ( )

( ) ( )

2
1 1 2 3 4

1

5 6 7 8

1
2 1 2 3 4

2

5 6 7

( ) ( ) cos( ) ( ) sin( )

cos 2( ) sin 2( ) cos3( ) sin 3( ),

( ) ( ) cos( ) ( ) sin( )

cos 2( ) sin 2( ) cos3( )

aX t A A pt pt A A pt pt
b

A pt A pt A pt A pt
aX t B B pt pt B B pt pt
b

B pt B pt B pt B

= + + + φ + φ + + + φ + φ +

+ + φ + + φ + + φ + + φ

= + + + φ + φ + + + φ + φ +

+ + φ + + φ + + φ + 8 sin 3( ).pt










+ φ

(11)

Отметим, что различные варианты рассматриваемой модели и сходных 
с ней связаны с нелинейными системами дифференциальных уравнений. 
В силу громоздких технических вычислений исследователи приводят прибли-
женное решение системы (1), полученное численными методами. Например, 
в [8] представлено приближенное решение (1), при получении которого в (5) 
не учитывались третьи слагаемые. По сравнению с решениями, представлен-
ными с помощью численных методов, приведенные на рисунке 1 графики 

функций 1( )X t  и 2 ( ).X t  Из (11) при 1 2 0,5;a a= =  1 2 0,001;b b= =  1 2 1,0;C C= =  
0,002;ε =  0φ =  иллюстрируют решение, полученное в статье аналитически.
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Рис. 1. Графики функций 1( )X t  и 2 ( )X t
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N.I. Popov, 
N.A.Adiganova

On one Mathematical Model of the Biological Problem “Predator-victim”

For one mathematical model “predator-prey” an analytical solution of the Lotka – 
Volterra equations is obtained.

Keywords: predator-prey model; analytical solution. 


